4. Пополнение метрических пространств

Душа моя горит желанием проникнуть в эту необъяснимую для нее тайну.          

АВГУСТИН
Нашей целью остается корректный вывод математических моделей. При их построении возникают серьезные проблемы в связи с необходимостью перехода к пределу в соотношениях, описывающих события, происходящие в элементарном объеме. Успешное выполнение этой операции обусловлено наличием некоторых априорных свойств решения задачи, хотя само уравнение состояния на данном этапе исследования даже не получено. Для преодоления указанных трудностей необходим эффективный способ обоснования сходимости. Стандартное определение предела для этих целей не годится, поскольку требует априорного знания самого предела в условиях, когда у нас нет даже уверенности в том, что рассматриваемая последовательность сходится.

Для практического обоснования сходимости в математическом анализе широко используется критерий Коши. Он позволяет вывести сам факт сходимости числовой последовательности из ее свойства фундаментальности. Решающим здесь оказывается то обстоятельство, что в определении фундаментальной последовательности не фигурирует сам предел. Принцип Коши остается в силе и для некоторых классов функциональных последовательностей, например, на множестве непрерывных функций с нормой "максимум модуля". Это обстоятельство вселяет определенную надежду, поскольку в процессе вывода уравнений математической физики приходится работать с функциями, а не с числами.

К сожалению, нам предстоит убедиться в том, что на многих естественных метрических пространствах принцип Коши не работает. Речь идет о неполных пространствах: множестве рациональных чисел, положительных чисел и непрерывных или интегрируемых по Риману функций с интегральной нормой. Гарантировать сходимость фундаментальных последовательностей в них не представляется возможным.

Возникает необходимость разработки эффективных способов обоснования предельных переходов в неполных пространствах. Путь к решению этой задачи указывает определение действительных чисел, предложенное  Кантором. В результате любая фундаментальная последовательность оказывается сходящейся, хотя, возможно, и не на исходном пространстве, а лишь на его пополнении. На этом пути и лежит решение проблемы обоснования вывода математических моделей.

4.1. Нарушение принципа Коши

Принцип Коши является чрезвычайно мощным средством доказательства сходимости последовательностей. Мы уже убедились в том, что им можно успешно пользоваться не только для числовых последовательностей, но и для некоторых классов функциональных последовательностей. Однако остается открытым вопрос, действительно ли во всяком ли метрическом пространстве действует критерий сходимости Коши. В силу неравенства треугольника справедливо соотношение
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Таким образом, если последовательность {xk} сходится к какому-либо пределу х, то она наверняка будет фундаментальной. Однако обратное утверждение далеко не очевидно. 
Рассмотрим множество 
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 рациональных чисел, которое является метрическим пространством с естественной метрикой (модуль разности между данными значениями). В указанном пространстве определим последовательность  {xk}  в соответствии с равенствами:

x1 = 3,  x2 = 3.1,  x3 = 3.14,  x4 = 3.141,  x5 = 3.1415,… .     

Она является фундаментальной в силу справедливости неравенства

| xm+p – xm | ( 101-m  (m, p > 0.
Если в пространстве рациональных чисел действует критерий Коши, то должно существовать рациональное число х, являющееся пределом указанной последовательности. Однако такой предел не существует, т.е. рассматриваемая последовательность на множестве рациональных чисел расходится. Можно, конечно, возразить, что последовательность эта все-таки сходится к числу (. Но в определении сходимости фигурирует конкретное пространство – то, которому должны принадлежать все элементы данной последовательности и ее предел. Последовательность {xk} является фундаментальной именно на множестве рациональных чисел. В виду отсутствия ее рационального предела заключаем, что на множестве рациональных чисел принцип Коши не действует.
Еще один пример нарушения принципа Коши дает множество положительных действительных чисел с естественной метрикой (модуль разности). Очевидно, последовательность {xk}, определяемая равенствами xk = 1/k, k = 1, 2,… , будет фундаментальной. Однако не существует такого положительного числа х, для которого последовательность { | xk – x | } сходится к нулю. Итак, мы вновь сталкиваемся с расходимостью фундаментальной последовательности в метрическом пространстве. 
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Рис. 4.1. Фундаментальная последовательность не сходится 
на множестве непрерывных функций с интегральной метрикой.

Рассмотрим теперь множество непрерывных функций на отрезке  [0,1]  с интегральной метрикой 
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Легко видеть, что последовательность непрерывных функций {xk}, первые элементы которой изображены на рис. 4.1, действительно является фундаментальной в смысле этой метрики. В то же время она расходится, т.е. не имеет своим пределом никакую непрерывную функцию. Представленная же на рисунке функция х, которую хотелось назвать пределом рассматриваемой последовательности, оказывается разрывной, а значит, никак не годится на эту роль. Тем самым принцип Коши не действует и на множестве непрерывных функций с интегральной метрикой.

Приведем еще один характерный пример. Рассмотрим совокупность всех рациональных чисел этого отрезка [0,1]. В силу счетности этого множества его элементы можно представить в виде некоторой последовательности {qk}. Определим последовательность {хk} по следующей схеме. В качестве х1 выберем функцию, равную единице в точке q1 и принимающую нулевые значения во всех остальных точках. При известной функции хk-1 в качестве хk выбираем функцию, совпадающую с хk-1 во всех точках, кроме qk и равную единице в этой точке. Очевидно, любая функция хk интегрируема по Риману, будучи отличной от нуля лишь на конечном множестве точек (см. рис. 4.2). При этом величина ((xm,xn) всегда равна нулю, поскольку рассматриваемые функции различаются опять-таки лишь на конечном множестве точек. Таким образом, мы имеем дело с фундаментальной последовательностью функций, интегрируемых по Риману. К сожалению, она не сходится на этом множестве, т.е. не существует такой интегрируемой по Риману функции, которая оказалась бы ее пределом. В частности, подозреваемая в качестве предела функция Дирихле XE "функция:Дирихле" , равная единице во всех рациональных точках отрезка [0,1] и нулю во всех остальных точках, не интегрируема по Риману.
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Рис. 4.2. Фундаментальная последовательность 
расходится на множестве функций, интегрируемых по Риману.

На основе приведенных примеров заключаем, что имеется значительное количество естественных метрических пространств (не каких-нибудь "извращений"), где воспользоваться описанной методикой доказательства сходимости последовательностей не представляется возможным. Таким образом, принцип Коши действует далеко не во всех случаях, что позволяет разбить все метрические пространства на два класса.  

4.2. Полные метрические пространства

Мы пришли к необходимости выделения специального класса метрических пространств, в которых можно воспользоваться критерием сходимости Коши.

Определение 4.1. Метрическое пространство называется полным XE "пространство:полное" , если любая фундаментальная последовательность в нем сходится.

Таким образом, действие принципа Коши ограничено исключительно полными метрическими пространствами. Как мы уже знаем, множество действительных чисел, евклидово пространство произвольной размерности и множество непрерывных функций с нормой "максимум модуля" являются полными метрическими пространствами, а множества рациональных чисел, положительных чисел, непрерывных функций с интегральной нормой и интегрируемых в смысле Римана функций – неполными пространствами. 

Теперь у нас появляется возможность дать строгую формулировку теоремы Банаха о неподвижной точке XE "теорема:Банаха о неподвижной точке" , доказательство которой фактически мы уже имеем.

Теорема 4.1. Пусть Х есть полное метрическое пространство, А – действующий на нем сжимающий оператор. Тогда оператор А имеет единственную неподвижную точку, которая является пределом последовательности, построенной в соответствии с методом последовательных приближений.

Полные метрические пространства широко используются в различных приложениях. Особо выделяются полные линейные нормированные пространства, называемые банаховыми пространствами XE "пространство:банахово" , и полные пространства со скалярным произведением, называемые гильбертовыми пространствами XE "пространство:гильбертово" . 

Итак, в полных метрических (и даже равномерных) пространствах действует достаточно эффективный критерий сходимости Коши. К сожалению, далеко не все практически важные метрические пространства оказываются полными. Более того, полнота метрического пространства (как и любое другое положительное свойство) в действительности служит лишь приятным исключением из (увы!) далеко не столь приятного правила. Подавляющее большинство метрических (а в равной степени, и равномерных) пространств, к сожалению, оказываются не полными. В этой связи для решения нашей основной задачи (корректный вывод математических моделей физических явлений) необходимо найти надежный способ обоснования предельных переходов даже при отсутствии полноты рассматриваемого пространства. Дело в том, что метрику (или хотя бы равномерную структуру) на рассматриваемом классе объектов мы еще как-нибудь сумеем ввести, а вот гарантировать, что получаемое в результате пространство непременно окажется полным, едва ли удастся наверняка.  

Прежде, чем описать общий способ решения указанной проблемы, следует обратить внимание на свойства определенной ранее расходящейся фундаментальной последовательностей рациональных чисел. Очевидно, существует некий элемент (а именно, число (), который хотя и не принадлежит данному множеству, но все-таки может пониматься как в некотором смысле предел имеющейся последовательности. Похожая ситуация наблюдается и для определенной ранее последовательности положительных чисел, как будто бы сходящейся к нулю, но уж явно не в пространстве положительных чисел, не включающем в себя нуль. С аналогичной картиной мы сталкиваемся и для семейства непрерывных функций, изображенных на рис. 4.1. Здесь существует (увы!) разрывная функция х, которую, быть может, всё же удастся интерпретировать как своего рода предел расходящейся в естественном смысле (в метрике данного пространства) фундаментальной последовательности. А для функций на рис. 4.2, интегрируемых по Риману, в качестве "кандидата в пределы" можно было бы назвать функцию Дирихле, которая интегрируема лишь в смысле Лебега.

На основании этих далеко не строгих рассуждений можно предположить, что, пополняя исходное неполное метрическое пространство искусственно определенными "пределами" расходящихся фундаментальных последовательностей, мы всё-таки обеспечим в некотором смысле справедливость критерия сходимости Коши. Есть определенная надежда на то, что в результате мы получим эффективный способ обоснования предельных переходов даже при отсутствии полноты пространства. Могут, конечно, возникнуть законные опасения в правомочности подобных рассуждений. Не имея на самом деле "настоящего" предела, мы, как будто бы, сами домысливаем не существующие в действительности элементы, которые затем без зазрения совести пытаемся выдать за пределы расходящихся фундаментальных последовательностей… Однако упомянутые ранее числа ( и нуль, а также функция х на рис. 4.1 и функция Дирихле являются вполне добропорядочными объектами, пусть и не принадлежащими соответствующим неполным метрическим пространствам. Фактически все математические понятия в действительности были введены искусственно в тот самый момент, когда в этом появлялась острая необходимость. Отметим, что именно на указанном пути лежит, возможно, самое конструктивное определение действительных чисел. Процедура их введения и указывает эффективный способ обоснования предельных переходов в отсутствии полноты пространства, а значит, приближает нас к решению проблемы корректного вывода математических моделей.

4.3. Действительные числа по Кантору

Наша непосредственная цель состоит в строгом определении действительных чисел на основе имеющегося множества рациональных чисел 
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. Как мы уже отмечали ранее, фундаментальная последовательность {xk} рациональных чисел не обязательно сходится. Мы попытаемся показать, что все действительные числа могут быть заданы как в некотором смысле пределы фундаментальных последовательностей рациональных чисел.  

На множестве F всевозможных фундаментальных последовательностей рациональных чисел введем некоторое отношение XE "отношение"  (некоторая совокупность пар элементов данного множества). Будем, в частности, полагать, что последовательности {xk} и {уk} класса F находятся в отношении (, если для любого рационального числа   найдется такой номер k(), что выполнено неравенство | xk – уk | <   для всех значений k, превышающих k(). 

Введенное отношение обладает рядом специфических свойств (см. рис. 4.3). Очевидно, любая фундаментальная последовательность рациональных чисел находится в отношении ( сама с собой, т.е. справедливо условие рефлексивности XE "отношение:рефлексивное"  {xk}({xk}, поскольку в этом случае соответствующая разность в последнем неравенстве всегда равна нулю. Далее, из справедливости отношения {xk}({уk}, выводится условие {уk}({хk}, поскольку из неравенства | xk – уk | <  естественно следует, что | уk – хk | < . Тем самым введенное отношение оказывается симметричным XE "отношение:симметричное" . Если же теперь для трех фундаментальных последовательностей {xk}, {уk} и {zk} рациональных чисел одновременно выполнены соотношения {xk}({уk}  и {уk}({zk}, то для любого  номер k может быть выбран столь большим, чтобы имели место неравенства
| xk – уk | < 2,  | уk – zk | < 2.

Отсюда следует 

| xk – zk | < | xk – уk | + | уk – zk | <  2  2
Таким образом, справедливо условие {xk}({zk}, а значит отношение (  транзитивно XE "отношение:транзитивное" . Одновременное выполнение всех трех отмеченных свойств отношения приводит нас к следующему понятию.

Определение 4.2. Отношение, обладающее свойством рефлексивности, симметричности и транзитивности, называется эквивалентностью XE "отношение:эквивалентности" . 

В качестве примера эквивалентности можно указать отношение ( на множестве 
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 натуральных чисел, согласно которому условие x( y  означает, что величина  | х – у |  делится без остатка на три. С его помощью все множество 
[image: image7.wmf]¥

 разбивается на следующие классы:

N1 = {1, 4, 7, … },  N2 = {2, 5, 8, … },  N3 = {3, 6, 9, … }.
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Рис. 4.3. Эквивалентность ( фундаментальных последовательностей.

Характерно, что любые два различных класса XE "класс эквивалентности"  не пересекаются, их объединением оказывается все множество натуральных чисел, произвольные два элемента каждого класса эквивалентны в смысле выбранного отношения, а элементы различных классов заведомо не эквивалентны. 

Определение 4.3. Множество всех классов эквивалентности множества Х по отношению ( называется фактор-множеством XE "фактор-множество"  и обозначается через Х/(.
В частности, фактор-множество множества 
[image: image9.wmf]¥

 по отношению ( определяется равенством 
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 (см. рис. 4.4).  

Теперь можно ввести действительные числа по схеме Кантора.

Определение 4.4. Множеством действительных чисел XE "числа:действительные"  
[image: image11.wmf]¡

 называется фактор-множество F/( .

Любое действительное число согласно Кантору понимается как некоторый класс эквивалентности фундаментальных последовательностей рациональных чисел. Каждую из таких последовательностей называют представителем XE "представитель класса"  данного действительного числа. Так, последовательность рациональных чисел, определенная равенствами 

x1 = 3,  x2 = 3.1,  x3 = 3.14,  x4 = 3.141,  x5 = 3.1415,… ,     
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Рис. 4.4. Факторизация множества натуральных чисел.
является представителем некоего действительного числа, обозначаемого для краткости символом (. Другим его представителем служит, например, фундаментальная последовательность

x1 = 4,  x2 = 3.2,  x3 = 3.15,  x4 = 3.142,  x5 = 3.1416,… ,   

эквивалентная предыдущей. В дальнейшем действительное число, представимое последовательностью {xk}, будем обозначать через [xk].

На первый взгляд, определение 4.4 характеризует не совсем те, объекты, которые мы интуитивно ассоциируем с действительными числами. Мы же, под ними, как будто бы, понимаем объекты, аналогичные рациональным числам, а никак не классы каких-то последовательностей. В частности, если длина обоих катетов в прямоугольном треугольнике равна единице (рациональному числу 1), то длина гипотенузы оказывается равной (2, что соответствует иррациональному числу. Если имеется круг единичного диаметра, то длина окружности оказывается равной . В этих примерах как рациональные, так и не рациональные числа служат характеристиками однотипных объектов (отрезков прямых или кривых), выражая их длины (см. рис. 4.5). Психологически мы привыкли воспринимать действительные числа как обычные числа, подобные рациональным, но обладающие, грубо говоря, "более слабыми" свойствами. 
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Рис. 4.5. Длины катетов и диаметра рациональны,

а длины гипотенузы и окружности – иррациональны.

Отметим, однако, что в математике приняты два способа определения объектов. В первом случае непосредственно приводится (строится на основе некоторого конструктивного алгоритма) конкретный объект х, который и является определяемой величиной. Во втором случае утверждается, что определяемым объектом является всё то, что обладает конкретным свойством Р. В современной математике принято отдавать предпочтение конструктивным определениям (в интуиционистской и конструктивной математике этот подход вообще считается единственно допустимым). Это связано с тем, что второй (аксиоматический) способ ни только не позволяет найти определяемый объект, но даже не гарантирует его существование. Тем не менее, область применимости аксиоматического подхода существенно шире, вследствие чего такой способ определения признается допустимым подавляющим большинством математиков. В частности, наряду с определением Кантора (и аналогичными конструкциями Вейерштрасса и Дедекинда) известно и аксиоматическое определение множества действительных чисел, под которым понимается любой класс объектов, удовлетворяющих конкретному перечню свойств алгебраического, метрического и порядкового характера (или, как говорят, обладающих конкретной алгебраической, метрической и порядковой структурой XE "структура" ). Покажем, что для введенных в соответствии с определением Кантора элементов можно обеспечить выполнение именно свойств, которые принято относить к действительным числам.

4.4. Свойства действительных чисел

Зададим, к примеру, на множестве действительных чисел операцию сложения. Пусть имеются действительные числа х и у, которые согласно определению 4.4 представляются рациональными фундаментальными последовательностями {xk} и {уk} соответственно, т.е. 
х = [xk], y = [yk]. Рассмотрим последовательность сумм {xk  +  уk}. Справедливо неравенство

| (xm + уm) – (xn + уn) |  (  | xm – xn | + | уm – уn |.
В силу фундаментальности {xk} и {уk} его правая часть стремится к нулю, откуда следует, что последовательность {xk  +  уk}  сама является фундаментальной. Тогда в соответствии с определением 4.4 она задает некоторое действительное число, которое мы и назовем суммой х + у  чисел х и у (см. рис. 4.6).  
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Рис. 4.6. Операции над действительными числами.
Если для указанных действительных чисел выбрать другие представители, обозначаемые, например, через 
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, то справедливо соотношение 
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Поскольку фундаментальные последовательности  {xk}  и 
[image: image18.wmf]{}

k

x

¢

, а также {уk} и 
[image: image19.wmf]{}

k

y

¢

 представляют одни и те же действительные числа, они эквивалентны. Следовательно, оба слагаемых в правой части последнего неравенства стремятся к нулю, откуда следует эквивалентность последовательностей сумм {xk  +  уk}   и 
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. Тогда они представляют одно и то же действительное число, а значит, сумма х + у не зависит от выбора представителей слагаемых. 

Установим, что введенное таким образом сложение обладает всеми свойствами, которые принято ассоциировать со сложением чисел. Рассмотрим произвольные числа х = [xk], y = [yk]. Тогда, учитывая определение сложения действительных чисел, установим равенства 
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откуда следует коммутативность операции сложения. 

Аналогично, для любых действительных чисел х = [xk], y = [yk] и z = [zk] справедливо соотношение
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Таким образом, операция сложения оказывается ассоциативной.
Определим действительное число 
[image: image23.wmf][],
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 задаваемое последовательностью рациональных чисел, сходящейся к нулю. Тогда для любого числа х = [xk] выполняются условия
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в силу сходимости последовательности {rk} к нулю. Тем самым число ( оказывается нулевым элементом на множестве 
[image: image25.wmf]¡

 с рассматриваемой операцией сложения. Далее, для произвольного действительного числа х = [xk] можно определить число -х, равное [-xk]. При этом выполняется равенство
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так как последовательность, все элементы которой равны нулю, эквивалентна {rk}. Следовательно, число -х является обратным к х в смысле операции сложения. Полученные результаты показывают, что характеризуемое определением 4.4 множество действительных чисел с введенной операцией сложения оказывается абелевой группой XE "группа" , то есть обладает в точности теми свойствами, которые принято ассоциировать со сложением действительных чисел.

Аналогично, под произведением x у действительных чисел  х и у  понимается действительное число, определяемое последовательностью произведений {xkуk} (см. рис. 4.6), где {xk} и {уk} – произвольные представители сомножителей. Несложно показать, что результат также не зависит от выбора представителей класса эквивалентности. Нетрудно убедиться в том, что определенная таким образом операция умножения коммутативна и ассоциативна, обладает единичным элементом, а любое отличное от ( действительное число имеет обратный элемент в смысле умножения. Аналогичным образом устанавливается справедливость условия дистрибутивности XE "дистрибутивность"  
[image: image27.wmf]().

xyzxyxz

+=+

 Тем самым определенное множество 
[image: image28.wmf]¡

 оказывается полем, что соответствует ожидаемой алгебраической структуре множества действительных чисел.
Помимо алгебраических свойств на множестве действительных чисел должно быть задано отношение порядка XE "отношение:порядка" . Таковым является отношение (, которое наряду с определенными ранее свойствами рефлексивности и транзитивности является еще и антисимметричным XE "отношение:антисимметричное" , т.е. из одновременного выполнения отношений х( у и у(  х следует равенство х = у. Фундаментальную последовательность назовем положительной, если существует такое рациональное число r > 0, что все ее элементы, начиная с некоторого номера, превосходят r. Она отрицательна, если существует такое рациональное число r < 0, что все ее элементы, начиная с некоторого номера, меньше r. Очевидно, если фундаментальная последовательность является положительной (отрицательной), то таковой оказывается и любая эквивалентная ей последовательность. В этой связи имеет смысл распространить эти свойства и на определяемые данными последовательностями действительные числа. Действительное число считается положительным или отрицательным, если таковой оказывается любая представляющая его фундаментальная последовательность. Если для некоторых действительных чисел х и у разность  x – у  положительна, то число х считается большим, чем у, т.е. x > у. Аналогичным образом на множестве 
[image: image29.wmf]¡

 вводятся отношения (, ( и (. При этом отношение ( (а также двойственное к нему отношение () является порядком, что превращает множество 
[image: image30.wmf]¡

 в упорядоченное множество. Отметим, что множество 
[image: image31.wmf]¡

 с отношением ( является линейно упорядоченным множеством XE "множество:линейно упорядоченное" . Это означает, что любые действительных числа х и у сравнимы, т.е. обязательно выполнено одной из условий: х(у либо у(х. Кроме того, определенное упорядоченное множество не ограничено, т.е. для любого действительного числа всегда найдутся числа, как большие его, так и меньшее. Тем самым, выполняются все свойства структуры порядка, характерные для действительных чисел. 

Отметим, что алгебраическая и порядковая структуры на множестве 
[image: image32.wmf]¡

 оказываются согласованными XE "согласование структур" . В данном случае это означает, что из неравенства х(у непременно следует, что (х+z) ( (у+z), а также ах(ау для неотрицательных чисел а. Тем самым множество 
[image: image33.wmf]¡

 оказывается упорядоченным полем.
Определим теперь метрические свойства действительных чисел. Для любых чисел х = [xk] и y = [yk] рассмотрим последовательность {| xk – yk |}. Справедливо соотношение
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Аналогичным образом получаем неравенство
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В результате установим оценку
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Учитывая фундаментальность рассматриваемых последовательностей, заключаем, что выражение в левой части последнего неравенства стремится к нулю при неограниченном возрастании данных индексов. Таким образом, рациональная последовательность {| xk – yk |} является фундаментальной, а значит, определяет некоторое действительное число d. 
Предположим, что выбраны другие последовательности 
[image: image37.wmf]{}

k

x

¢

 и 
[image: image38.wmf]{}

k

y

¢

, представляющие числа х и у. Справедливы неравенства
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Тогда выполняется оценка
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откуда следует эквивалентность последовательностей 
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. Это означает, что они определяют одно и то же действительное число. Таким образом, определенное ранее число d не зависит от выбора конкретных представителей чисел х и у. Тем самым любым действительным числам х и у поставлено в соответствие действительное число 
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 которое можно интерпретировать как модуль 
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Установим свойства отображения 
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. Очевидно, этот функционал может принимать лишь неотрицательные значения, причем 
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 Отметим, что равенство 
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 означает, что для последовательностей {xk} и {уk}, представляющих числа х и у, последовательность {| xk – yk |} сходится к нулю. Тогда указанные последовательности эквивалентны, а значит, определяют одно и то же действительное число. Таким образом, соотношение 
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 может выполняться исключительно при условии х = у. Справедливость равенства 
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 вытекает из условия  | xk – yk | = | yk – xk|. Наконец, из соотношений
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вытекает неравенство треугольника. В результате заключаем, что функционал d является метрикой, с помощью которой множество действительных чисел наделяется структурой метрического пространства. Это позволяет установить, что сходимость последовательности {xk} действительных чисел к числу х означает, что 
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 Это есть не что иное, как определение 3.1 сходимости последовательности действительных чисел. Отметим, что метрическая структура множества действительных чисел согласуется с алгебраической и порядковой структурами. Это означает, что при наличии сходимости двух последовательностей действительных чисел 
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 справедливы условия 
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, а из неравенства 
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 для всех k следует, что аналогичное неравенство сохраняется и для соответствующих предельных значений, т.е. 
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Итак, мы убеждаемся в том, что для объекта, задаваемого определением 4.4, можно ввести все те характеристики, которые мы привыкли ассоциировать с действительными числами. Более того, все они удовлетворяют всем тем свойствам, которые характерны для действительных чисел в их "интуитивном"  понимании или аксиоматическом определении. Тем самым у нас есть все основания полагать, что объекты, задаваемые в соответствии с определением 4.4, на самом деле являются теми самыми действительными числами, с которыми мы привыкли сталкиваться в анализе, алгебре и других разделах математики. Отметим, что математика изучает не конкретные реально существующие предметы, обладающие какими-либо математическими свойствами, а сами по себе эти свойства. Поэтому любые два объекта, имеющие одинаковые свойства, здесь вообще не различаются. 

Полученные свойства элементов множества 
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 были выведены из аналогичных свойств рациональных чисел. В этом случае говорят, что структура множества действительных чисел построена путем продолжения соответствующей структуры множества рациональных чисел. Здесь важно отметить также еще одно обстоятельство. Мы привыкли относить рациональные числа, определяемые как результат деления целых чисел, к классу действительных чисел. Поэтому для окончательного восприятия множества 
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 в качестве совокупности всех действительных чисел было бы крайне важно научиться интерпретировать рациональные числа как объекты этого множества.

Ранее мы отмечали, что фундаментальная последовательность рациональных чисел сходится далеко не всегда. Однако не исключена и та ситуация, когда эта последовательность всё же сходится. Естественно, в таком случае будет сходиться и любая эквивалентная ей фундаментальная последовательность, причем к тому же самому пределу. Согласно определению 4.4 все они представляют некоторое действительное число. Очевидно, любое рациональное число непременно является пределом какой-либо рациональной последовательности (в качестве таковой можно выбрать хотя бы стационарную последовательность, все элементы которой совпадают с данным рациональным числом). Таким образом, можно установить естественное взаимно однозначное соответствие между всем множеством 
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 рациональных чисел и подмножеством 
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¤

 множества действительных чисел, представленных сходящимися фундаментальными рациональными последовательностями (см. рис. 4.7). 
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Рис. 4.7. Множество рациональных чисел изоморфно подмножеству 
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 из 
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. 

Любому рациональному числу х соответствует элемент х' множества 
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¤

, представленный стационарной последовательностью, определяемой числом х. И наоборот, любое действительное число х' из 
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¤

 представимо фундаментальными последовательностями рациональных чисел, сходящихся к одному и тому же пределу х, который и соответствует элементу х'. Выполнению любого свойства (алгебраического, топологического и др.) на множестве рациональных чисел соответствует справедливость аналогичного свойства на 
[image: image69.wmf]'

¤

 и наоборот. В подобном случае говорят, что множества 
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 и 
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¤

 изоморфны.

Итак, любое рациональное число с точностью до изоморфизма является действительным. Под изоморфизмом XE "изоморфизм"  здесь понимают отображение, которое сопоставляет любому рациональному числу х соответствующее ему действительное число х' из 
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. Поскольку не существует свойства, принимаемого во внимание в теории чисел, которым бы множества 
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 и 
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¤

 различались (изоморфизм сохраняет все свойства в прямом и в обратном направлении), есть все основания их и не различать, полагая тем самым, что любое рациональное число является действительным. Таким образом, действительное число оказывается рациональным, если представляющие его фундаментальные последовательности сходятся, и иррациональным – в противном случае.

Еще один вопрос, играющий принципиальную роль для дальнейших исследований, связан с аппроксимацией действительных чисел. Пусть задано действительное число х, представленное некоторой фундаментальной последовательностью {xk} рациональных чисел. Обозначим через уk действительное число, представленное стационарной последовательностью, определяемой элементом xk. Тогда для любого фиксированного номера n разность х – уn представляется последовательностью {xk – xn}. Из определения фундаментальности следует, что величина | xk –  xn | для достаточно больших значений k и n сколь угодно мала. Отсюда следует, что при неограниченном возрастании n последовательность действительных чисел {x –  уn}  стремится к нулю, т.е. выполняется сходимость уn ( x. Отождествляя рациональные числа хk с соответствующими им рациональными действительными числами уk, заключаем, что произвольное действительное число х является пределом любой представляющей его последовательности рациональных чисел. Таким образом, всякое действительное число может быть с произвольной степенью точности аппроксимировано рациональными числами. В этом случае говорят, что множество рациональных чисел плотно XE "множество:плотное"  в пространстве действительных чисел (строгое определение плотности будет дано в последующем разделе).

Отметим, что при практическом вычислении иррациональных чисел (на компьютере) используется именно схема Кантора (возможность аппроксимации любого действительного числа рациональным), а не, к примеру, широко известная схема Дедекинда, согласно которой действительные числа представляются сечениями множества рациональных чисел. Естественно, что аксиоматическое определение действительных чисел, будучи по своей природе не конструктивным, вообще не может быть использовано для их практического нахождения.

Установим теперь полноту множества действительных чисел. Пусть задана фундаментальная последовательность {yk} действительных чисел. Рассмотрим последовательность {(k} рациональных чисел, сходящуюся к нулю. Учитывая возможность аппроксимации любого действительного числа рациональным, заключаем, что существует такое рациональное число хk, что имеет место оценка  | yk – хk | ( (k. В результате получаем неравенство

| хm – хn | ( | хm – ym | +  | ym – yn | + | yn – xn | (  (m  +  | ym – yn | + (n.
Поскольку последовательность {yk} является фундаментальной, правая часть последнего неравенства стремится к нулю по мере возрастания номеров m и n. Отсюда следует фундаментальность последовательности рациональных чисел {хk}. Тогда она определяет некоторое действительное число у. Справедливо соотношение

| yk – у  | ( | yk – хk | + | хk – y |.

Первое слагаемое в его правой части при достаточно больших значениях параметра k будет сколь угодно мало, поскольку рациональное число хk аппроксимирует действительное число yk, а второе – потому что последовательность {хk} сходится к у. Отсюда следует, что число у является пределом последовательности {yk}. Итак, произвольная фундаментальная последовательность действительных чисел  сходится, а значит, введенное в соответствии с определением 4.4 пространство действительных чисел является полным. Тем самым метрическое пространство 
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 расширяется до полного метрического пространства 
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 так, что множество 
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 (с точностью до изоморфизма) оказывается плотным в 
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 множеством. Это означает, что множество действительных чисел служит пополнением XE "пополнение"  семейства рациональных чисел.

Завершая описание множества действительных чисел, отметим, что натуральные числа по своей природе характеризуют количество элементов множества, являясь фактически мощностями непустых конечных множеств. Однако мощность есть не что иное, как совокупность всех множеств, находящихся во взаимно однозначном соответствии с данным множеством, т.е. равномощных этому множеству. Тем самым любое натуральное число оказывается классом эквивалентности некоторого множества по отношению равномощности. Тем самым тот факт, что с геометрической точки зрения рациональные и иррациональные числа характеризуют одни и те же свойства (длины, см. рис. 4.5), представляется вполне естественной, коль скоро как те, так и другие объекты являются некоторыми классами эквивалентности. 

Столь подробное изложение этих, в общем-то, хорошо известных фактов объясняется тем, что используемая выше техника остается в силе для любого метрического пространства. То обстоятельство, что даже расходящиеся фундаментальные последовательности в расширенном множестве превращаются в сходящиеся, вселяет определенную надежду на успех в задаче корректного построения математических моделей. 
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Рис. 4.8. Пространства Х и Y изометричны.

4.5. Пополнение метрического пространства

Введем сначала несколько определений из теории метрических пространств, уточняющих и обобщающих использованные ранее понятия. Пусть задано метрическое пространство Х с метрикой (. 

Определение 4.5. Множество М в Х называется плотным XE "множество:плотное" , 
если любой элемент из Х может быть получен как предел последовательности объектов множества М. 

Определение 4.6. Пространство Х называется изометричным XE "пространство:изометричное"  пространству Y с метрикой d, если существует такой обратимый оператор  A : X ( Y, что в результате действия его и соответствующего обратного оператора расстояние между любыми двумя точками не меняется, т.е. справедливо равенство (см. рис. 4.8) 

d (Ax,  Ax()  = ( (x, x() (x, x((Х, ( (y, y()  = d (A-1y,  A-1y() (y, y((Y.

Определение 4.7. Полное метрическое пространство Y называется пополнением XE "пополнение"  метрического пространства X, если X изометрично плотному подмножеству в Y. 
Плотность множества означает, что его элементы аппроксимируют любой элемент пространства, а изометричность пространств говорит о наличии у них одинаковых метрических свойств. Справедливо следующее утверждение, называемое теоремой о пополнении XE "теорема:о пополнении" .

Теорема 4.2. Любое метрическое пространство имеет пополнение.

Доказательство. 1. Пусть задано пространство Х с метрикой (. Рассмотрим множество F всех его фундаментальных последовательностей. Введем на нем эквивалентность (, считая условие {xk}({уk} выполненным, если числовая последовательность {((xk,уk)} стремится к нулю. Зададим фактор-множество Y  = F /(, аналогичное множеству 
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Рис. 4.9. Неравенство четырехугольника.

2. Для произвольных элементов х, у множества Y выбираем некоторые представители {xk} и {уk} соответственно. Пользуясь неравенством треугольника, установим соотношения (см. рис. 4.9)
 ( (xm, уm) – ( (xn, уn)  (   ( (xm, xn)  + ( (уm, уn),
( (xn, уn) – ( (xm, уm)  (   ( (уm, уn)   + ( (xm, xn). 

В результате приходим к неравенству 
                  | ( (xm, уm) – ( (xn, уn) | (  ( (xm, xn)  + ( (уm, уn).             (4.1)

Поскольку последовательности {xk} и {уk}  являются фундаментальными, выражение, стоящее в правой части неравенства (4.1) стремится к нулю. Таким образом, последовательность действительных чисел {((xk,уk)} оказывается фундаментальной. Тогда в силу полноты множества действительных чисел она сходится. Определим число
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Убедимся, что это значение не зависит от выбора представителей классов х и у. Действительно, рассмотрим последовательности  {uk} и {vk}, эквивалентные последовательностям  {xk} и {уk}   соответственно. По аналогии с условием (4.1) установим неравенство

| ( (uk,vk) – ( (xk, уk) | (  ( (xk, uk) + ( (уk, vk). 
Отсюда в силу имеющейся эквивалентности следует, что пределы последовательностей {((uk,vk)} и {((xk,уk)} совпадают, а значит, величина d(x,y) зависит исключительно от самих элементов х и у, но никак не от определяющих их фундаментальных последовательностей. 

По определению число d(x,y) заведомо не отрицательно. Очевидно, для любого элемента х из Y справедливо равенство
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С другой стороны, равенство нулю величины d(x,y) означает, что представляющие элементы х и у фундаментальные последовательности эквивалентны, а значит, справедливо равенство х = у. Таким образом, условие  d(x,y) = 0  выполняется тогда и только тогда, элементы х и у совпадают. Симметричность функционала d следует из аналогичного свойства метрики (. Наконец, для любых элементов х, у и z, представимых последовательностями {xk}, {уk} и {zk}, справедливо соотношение
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Таким образом, функционал d удовлетворяет всем аксиомам метрики, что позволяет превратить множество Y в метрическое пространство. Аналогичным образом ранее определялась метрика на множестве действительных чисел.

3. Для любого элемента х(Х зададим определяемую им стационарную последовательность, т.е. такую последовательность, все элементы которой равны х. Очевидно, она является фундаментальной, а значит, представляет некоторый класс эквивалентности, обозначаемый через х'. Зададим отображение  A : X ( Y , которое ставит в соответствие произвольному элементу х объект х'. Отметим, что каждый определяемый таким образом класс эквивалентности представляется конкретной стационарной последовательностью, а значит, соответствует единственному элементу исходного метрического пространства. Обозначим через Х' образ множества Х при действии оператора А (см. рис. 4.10). Тогда отображение А : Х ( Х' оказывается биекцией. Отметим, что все элементы множества Х' и только они представляются сходящимися последовательностями из Х.

[image: image85.wmf] 

 

A

 

 

х

 

 

 

o

 

 ó

 

 

o

 

 

Х

 

 

х

'

 

 

 

o

 

 у

'

 

 

o

 

 

Х

'

 

 

Y

 

r

(

x

,

y

)

 

d

(

x

'

,

y

'

)

 

d

(

x

'

,

y

'

) = 

r

(

x

,

y

)

 


Рис. 4.10. Изометричность множеств Х и Х'. 

Для произвольных элементов х, у из Х найдем величину 
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Выбирая в качестве представляющих последовательностей в последнем соотношении соответствующие стационарные последовательности, приходим к равенству d(Ax,Ay) = ((x,y). Аналогично, для любых элементов х', у' из Х' величина d(x',y') является пределом соответствующей числовой последовательности ((xk,yk). Поскольку мы имеем дело с элементами множества Х', в качестве представляющих последовательностей {xk} и {уk}  можно выбрать стационарные последовательности с элементами х = А-1х' и у = А-1у'. В результате получаем равенство 
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 Таким образом, исходное метрическое пространство Х оказывается изометричным подпространству Х' из Y (см. рис. 4.10).

Изометричные множества Х и Х' в рамках теории метрических пространств не различимы (изоморфны). Таким образом, с точностью до изоморфизма можно считать исходное множество Х подмножеством Y, а последнее – расширением Х. При этом элементы исходного множества можно отождествить с определяемыми ими классами эквивалентности и считать их элементами множества Y. В частности, все рациональные числа в результате аналогичного отождествления можно считать действительными числами.

4. Пусть х есть произвольный элемент расширенного множества Y, а {xk} – некоторая представляющая его фундаментальная последовательность исходного пространства. Из определения метрики d следует 
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поскольку класс эквивалентности Axk представляется стационарной последовательностью, определяемой элементом xk, а х – фундаментальной последовательностью {xn}. 

Для любого числа  ((0  номера k, n можно выбрать столь большими, чтобы выполнялось неравенство ((xk, xn) < (. Тогда из соотношения (4.2) следует сходимость  Axk (  x   в Y. Отождествляя элементы xk с определяемыми ими классами эквивалентности Axk, установим сходимость   xk (  x в Y. Таким образом, множество Х (точнее, изометричный ему образ Х при действии оператора А) оказывается плотным подмножеством Y, а значит, любой элемент расширенного множества можно со сколь угодно большой степенью точности аппроксимировать элементами множества Х. Так, любое действительное число аппроксимируется рациональными числами.

5. Рассмотрим произвольную фундаментальную последовательность {уk} в пространстве Y. Пусть {(k} есть какая-либо числовая последовательность, сходящаяся к нулю. В силу плотности вложения множества Х в Y для любого достаточно большого номера k найдется такой элемент xk из Х, что имеет место неравенство d(Аxk,yk) < (k. Пользуясь неравенством треугольника, установим соотношение

((xm, хn)  =  d (Аxm, Ахn)  (  d (Аxm, ym) + d (ym, yn) + 
+ d (yn, Аxn)  <  (m  + d (ym, yn) + (n .
Учитывая фундаментальность последовательности {уk} и сходимость  {(k} к нулю, на основе последнего неравенства приходим к выводу, что последовательность {xk} является фундаментальной на Х. Тогда она определяет некоторый элемент у множества Y, причем имеет место сходимость  A xk  (    у    в Y. 

Справедливо неравенство

d (уk, у)    (  d (уk,  Ахk)  +  d (Аxk, y)  <   (k  + d (Аxk, y),
откуда следует сходимость уk  (  у    в Y. Таким образом, любая фундаментальная последовательность в метрическом пространстве Y сходится, а значит, это пространство является полным. 

Итак, множество Х оказалось изометричным плотному подмножеству полного метрического пространства Y, т.е. произвольное метрическое пространство действительно обладает пополнением. Теорема доказана.

Необходимость приведения подробного доказательства теоремы о пополнения объясняется тем обстоятельством, что процедура доказательства дает инструмент для построения пополнения любого метрического пространства. Это непосредственно приближает нас к решению нашей основной задачи – обоснованию вывода математической модели физических процессов. Отметим, что утверждения теоремы 4.2 остаются в силе при переходе от метрических пространств к более общим равномерным пространствам, хотя понятия сходимости и фундаментальности в равномерном пространстве нуждаются в уточнении.

Результат применения приведенной теоремы к рассмотренным ранее примерам неполных пространств характеризуется таблицей 4.1. Естественно, теорема о пополнении применительно к множеству рациональных чисел приводит к определению действительных чисел. Выберем в качестве Х множество положительных чисел с естественной метрикой (модуль разности). Среди всех фундаментальных последовательностей {xk} на Х расходится только такие, для которых при любом ( ( 0 найдется такой номер k((), что будет выполняться неравенство | xk | < ( для всех значений k, превышающих  k((). Все такие последовательности оказываются эквивалентными в определенном ранее смысле. Задаваемый ими класс эквивалентности есть не что иное, как действительное число "нуль". Таким образом, пополнением множества положительных чисел будет полное метрическое пространство неотрицательных действительных чисел. Можно показать, что пополнением множеств непрерывных и интегрируемых функций с интегральной метрикой будет множество измеримых функций, интегрируемых по Лебегу. Таким образом, любая интегрируемая (по Лебегу) функция получается как в некотором смысле пределе последовательности непрерывных функций. При этом осуществляется переход от исходной метрики (, задаваемой с помощью интеграла Римана, к аналогичной интегральной метрике d, в которой интегралы понимаются в смысле Лебега.  

Таблица 4.1. Пополнение метрических пространств

	неполное пространство
	пополнение

	рациональные числа
	действительные числа

	положительные числа
	неотрицательные числа

	непрерывные функции 
с интегральной метрикой
	функции,
интегрируемые по Лебегу

	функции,
интегрируемые по Риману
	функции,
интегрируемые по Лебегу


Итак, для любой фундаментальной последовательности на произвольном метрическом пространстве непременно реализуется один из двух вариантов. Возможно, она сходится, и тогда получаемый в результате предел принадлежит исходному множеству. Не исключено также, что фундаментальная последовательность расходится. Тогда, отождествляя ее элементы с соответствующими классами эквивалентности, установим ее сходимость на расширенном множестве. Таким образом, мы всё равно получим некоторый предел, который, однако, оказывается элементом пополнения. Так или иначе, установив фундаментальность конкретной последовательностью, мы непременно получим какой-то ее предел в метрике пополнения, который, возможно, и не принадлежит исходному пространству.

В принципе, мы могли бы уже обратиться к непосредственному решению поставленной задачи корректного вывода математических моделей физических процессов. Однако было бы целесообразно сначала обратить внимание на некоторые чрезвычайно важные классы математических объектов, построенные по той же схеме. Главным из них являются множество обобщенных функции в интерпретации Микусинского. 

Выводы
1. Принцип Коши работает исключительно для полных пространств. 

2. Расходящиеся фундаментальные последовательности рациональных чисел лежат в основе иррациональных чисел. Действительные числа по Кантору есть классы эквивалентности фундаментальных последовательностей рациональных чисел.
3. Любое действительное число может быть аппроксимировано рациональными числами.

4. Процедура определения действительных чисел по Кантору лежит в основе теоремы о пополнении метрического пространства.
5. Согласно теореме о пополнении любое метрическое пространство может быть расширено до полного метрического пространства так, что любой элемент пополнения с произвольной степенью точности аппроксимируется элементами исходного пространства.

6. Согласно теореме о пополнении любая фундаментальная последовательность произвольного пространства сходится на его пополнении.
7. Модифицированный принцип Коши может быть взят за основу обоснования математических моделей.
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